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SUR 

LA FORCE DES COLONNES. 

par M. EULER. 


I. 

I _luand je dévelopai dans le fupplément de mon Traité fur les Ifo- 
^ périmètres les courbes des lames élaftiques, j’en ai tiré une ré- 
gie pour juger de la force des colonnes, qui me parut dabord fort 
remarquable. Il s’agit de déterminer le poids qu’une colonne peut 
fourenir, fans être fujette à fè plier. La Régie que j’ai trouvée, re- 
garde les colonnes, qui font également fortes par route leur longueur ; 
& fi l’on nomme lahauteur d’une telle colonne ~ o y & le moment de 
fon r effort — EH, dont j’ai expliqué tant la fignificarion , que les 
moyens pour en trouver la jufte valeur en chaque cas •, le poids que 

EX-Æ 

cette colonne eft capable de /ou tenir fans fè plier, eft “wff. , 

on 

où 7T marque la circonférence d’un cercle dont le diamètre eft “ i : 
d’où l’on voir que ce poids fùit la raifon renverse du quarré de la 
hauteur de la colonne. Mais pour faire ufàge de cette" régie, il eft 
bon que je rapporte ici ce qu’il faut entendre par l’exprefiion EH, 
que je viens de nommer Moment du Rejfort. 


II. D’abord je dois remarquer, que ce moment n’eft pas uni- 
quement attaché aux corps élaftîques , parmi lesquels on pourrait 
douter avec raifon, fi les colonnes y éroient comprifcs. Il regarde 
proprement la force, dont un* corps quelconque s’oppofe à l’inflexion, 
& il eft tout à fait indifférent, fi le corps après l’inflexion eft doué 
d’une force de fc rétablir ou non ? Par cette raifon on pourroit plu- 
tôt nommer ce moment celui de roideur , puisqu’ il a effectivement 

lieu 


lieu dans tous les corps qui s’oppofent à l’in flexion, foit qu’ils foienr 
élaftiques ou non. Ces recherches peuvent donc être appliquées à tou- 
tes les colonnes, dont la force dépend de leur roideur, & qui font 
capables de foutenir des fardeaux, entant qu’elles réfiftenr à l’inflexion. 
Si cette idée paroit moins convenir aux colonnes de pierre ou de mar- 
bre , elle fera fans contredît appliquable à celles de bois ; & c’eft lous 
cette vue, que je me propofe d’examiner leur force. 


HT. Pour déterminer ledit moment de r effort, ou plutôt de roi- 
deur, exprimé par la formule E M, qui convient à une colonne quel- 
conque , que je fuppolè ici comme également épaifle par toute fa lon- 
gueur ; foit ABCD la colonne propofée, non feulement poféc ver- 
ticalement, mais auffi fermement enchaflce an fond AB, qu’elle ne 
puiflè abandonner cette fltuation verticale, qu’en fè pliant. Mainte- 
nant qu’on lui applique en haut une force horizontale CF, qui foit“F, 
& qui plie tant foit peu la colonne , en la forçant dans la firuation 
AB cà. Qu’on mefure exaftement tant la hauteur de la colonne AC, 
que l’efpaee D J, par lequel la force a fait avancer le haut de k colon- 


ne , & l’expreffion F. A C a — ~y donnera le moment de 

roideur EÆ k, Or puisque DJ eft extrêmement petit par rapport 

F. A C 3 

à AC, on peut fuppofer fans erreur EM zz — ~yj- . La raifon 

de cette détermination fè rrouve expofec dans le §.35. du fupplé- 
ment allégué. 


IV. Cette quantité E k k exprimant le moment de roideur 
dans chaque endroit de la colonne, elle dépend uniquement de l’épais- 
feur de la colonne , & de la roideur de la matière , dont elle eft com- 
pofee. Donc l’épaifleur & la matière demeurant les mêmes, l’expérien- 
ce rapportée fournira toujours la même valeur pour EM, quelle que 
foit k hauteur de k colonne AC, & la force F. D’où l’on voit, que 
fi la force F demeure la même, l’efpace de DJ doit fe trouver pro* 

I i 3 por- 
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portionticl au cube Je la hauteur de la colonne : mais li la force F va- 
rie, la hauteur AC demeurant la même, l’cfpace DJ fera propor- 
tionnel à la fore': F : or en général fi tant la hauteur de la colonne 
que la force varie, l’efpacc DJ fera proportionnel à F. AC 3 . On 
pourra donc varier à l’infini les expériences pour découvrir la valeur 
U kk y <3c en faifant plufieurs telles expériences, on s'affûtera avec 
d'autant plus de ccrricmdc de la véritable quantité du moment de 
roideur F k k. 

V. Après avoir déterminé ce moment de roideur E/f/ 1 pour 
une certaine épaiffeur & matière, il feroit bon de faire de femblables 
expériences pour en connoitre la valeur, fi tant V'épaifîcur que la matiè- 
re de la colonne étoir différente. Or pour l épaifieur, à moins qu’elle 
ne foit ronde ou circulaire, il 1a faut confidcrcr dans un double fens ; 
ou bien il y faut diftingucr la largeur & l’épaifleur proprement ainfi 
nommée. Si k colonne a h forme d’un prifinc rectangulaire , k di- 
mcnfion exprimée dans k figure par k ligne AB fera l’epaifleur, fùi- 
vant laquelle la force tend à rompre 1a colonne : & fi le rcélanglc 
A \$ab marque k bafe de 1a colonne , k dimenfion A a en fera la lar- 
geur. Pour celle -cy il eft afftz évident, que le moment de roideur 
lui eft proportionnel ; mais pour l’épaiflcur, puisqu’elle s’oppofe davan- 
tage à l’inflexion , il femble que le moment de roideur en fùive k rai- 
fon doublée , ou même triplée: d’où l’on pourroit conclure, que fi k 
colonne eft un cylindre, fbn moment de roideur feroit proportionnel 
au cube, ou peut être plutôr auquarré querré du diamètre de fa bafè. 

VI. Cependant il feroit à foubaiter , qu’on fit plufieurs expé- 
riences fiir plufieurs figures différentes, & qu’on les pliât par la force 
F en plufieurs fens différens, pour connoitre plus exactement, com- 
bien tant 1a largeur que l’épaiffeur contribuent à augmenter le mo- 
ment de roideur. On pourroit enfuite étendre ces recherches à plu- 
fieurs matières différentes, & enfiiitc par le fccours de quelque Théo- 
rie on découvrira peur être une régie, par laquelle on fera en état de 
déterminer d’abord lemomenr de roideur d’une colonne propofee quel- 

con- 


conque, tant par rapport à la matière dont elle cft conlpofêc, qOe 
par rapport à fa largeur & épaîfTeur. Alors, quand même la colonne 
ne fèroit pas cylindrique ou prismatique, mais que fon épaîfïcur feroit 
variable, on en pourroit affigner pour chaque endroit le vrai moment 
de roideur. 


VIT. Connoiflànr ce moment de roideur, i! eft facile de déter- 
miner la courbure , que faction d’une force quelconque doit produire : 
car une force n’y agiffanr qu’en verni de fon moment rapporté à l’en- 
droit où fc fait la courbure , fi nous pofons ce moment de force 
~P/, le moment de roideur étant ~EXX, le rayon de courbure 


imprimée au corps au même endroit, fera” “pj 7 ' C’cft la r-aifbn, 

que le moment de roideur eft le produit d’une force par le quarré d’u- 
ne ligne, & qu'il eft fcmblable aux expreflions qui marquent le mo- 
ment d’inertie des corps. Donc réciproquement, fi le rayon de cour- 
bure eft pofe ~ r, le moment de force requis à produire cette cour- 


bure cft 


EX-* 


& c’efl fur ce principe qu’efl fondée toute la 


Théorie, quifèrt à déterminer l’inflexion de tous les corps tant élafti- 
ques que fimplcment roi des : car, tant qu’on ne regarde que l’infle- 
xion, fans fc foucier fi le corps après ia ceflation de la force fc rétablit 
ou non, l’élafticité n’entre point en confidération. 


VTU. Ayanr établi ce principe , il eft aife d’en déduire la réglé 
que je viens d expofer, pour déterminer par des expériences le mo- 
ment de roideur. Car, pofons pour un point quelconque M delà co- 
lonne cy-deflùs les coordonnées BP “ a", & PM ” y, & confidé- 
rant que l’appliquée P M eft quafi infiniment petite, le rayon de cour- 
dx^ , 

bure en M eft “ — — prenant l’élément dx pour confiant. Donc 

tt i-t jf 

le moment de la force CF ~F, i caufè de AC“ff, étant ~ F (a — x ) 

pour 
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àx * EH - , 

pour le point M, nous aurons ^ , pofant E k k 

pour le moment de roideur par toute l’étendue de la colonne. 

, à à y F (a x'sâ x , , 

De là nous tirons -j-— üü , &, en intégrant 


à y F (2 a x x ar) 


dx 2 E k k 


, fans y ajouter de confiance , puisque par 


à y 


l’hypothefc il faut que — é van ouïfTe au point A. La féconde inré- 

F ^ (l XX X^ ) 

gration donne y “ — ~~cËH~k : ^ on,: P°^ ant puis- 

Fff 3 

que y devient “Do, nous aurons DJ 1 “ — j -- , d’où découle 

Frf 3 F.AC 5 

ja régie donnée E kk “ — ^ j , fàvoir pour les cas où 

Dtf efl extrêmement petit par rapport à AC. 


IX. Nous voyons donc que, quelque petite que foit la force F, qui 
efl fùppofée agir horizontalement, elle doit toujours produire quelque 
inflexion, puisque l’efpace DÆ efl proportionnel à la force F meme. 
Mais il n’en cft pas de meme lorsque la force agit verticalement, ou 
que la colonne a à fou tenir un poids, dont elle cft preflec par en haut. 
Or d’abord il femble , qu’une telle force, quelque grande qu’elle foit, 
ne fanroit plier la colonne : puisqu'il n’y auroit point de railbn , pour- 
quoi la colonne fè plieroit dans un fens plutôt que dans un autre, 
biais la moindre inégalité dans les parties de la colonne , ou le moin- 
dre effort qu’elle éprouve par quelque côté , fournit bientôt la raifon 
fùffifanre, pour la faire plier dans un certain fons. Cependant je dis, 
que tant que la force, ou le fardeau, que la colonne fburientj ne fur- 
E/ik 

parte point la quantité ira . il n’y a point ù craindre que la co- 


lonne 


# 
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lonne fubiflc la moindre inflexion : mais un fardeau plus pefànt ne 
manquera pas de la faire plier, & cela d’autant plus, plus le fardeau 

Ekk 

furpafTe la quantité marquéee ttk . . 


X. Cette différence entre l’a&ion d’une force horizontale 6c 
verticale ne paroitra pas peu paradoxe : 6c il fcmble que, fi une gran- 
de force fait plier une colonne , une moindre devroit toujours pro- 
duire un fcmblabîe effet, quoiqu’il fut peut-être imperceptible. Cela 
fcmble exiger le principe de continuité : car, quel que foit le rapport 
entre la force & l’inflexion produite, il eft difficile à concevoir, com- 
ment des forces, qui fc trouvent au deffons d’une certaine quantité, 
ne puiflent produire abfolumcnt aucune inflexion, tandis que de plus 
grandes en produifent incontcftablcment. Mais ce raiïonnemcnt n’cft 
que précipité, puisqu’on pourroit produire une infinité de cas fêmhla- 
bles dans les lignes courbes, où nonobftant le principe de continuité 
il arrive, qu’il ne répond aucune appliquée aux abfciflcs, tant qu’el- 
les (ont au deffous d’un certain terme, lequel étant pafle les appliquée^ 
deviennent réelles. 


XI. Donc, pour expliquer ce paradoxe, on n’a qu’à dire, que 
tant que le poids foutenu par la colonne eft moindre que la quantité 
Ekk 

T7T. , l’inflexion eft imaginaire, & qu’elle devient “ o, lors- 
que le poids atteint cette limite, 6c que paflanr cette limite l’inflexion 
devienne réelle 6c croiffe avec la force. Comme cela eft conforme aux 
principes du calcul', lequel étant fondé fitr le principe de continuité,' 
ne fàuroit rien donner de contraire à ce principe; on eft fans doure 
obligé d’acquiefcer à cette explication, 6c on peut établir pour prin- 
cipe général , que les réfiiltats du calcul fourniffenr toujours les plus 
Aires régies , que nous devons fiiivrc dans nos raifonnefinens fur le 
principe de continuité. Or on ne fàuroit reftraindre cetre maxime à 
la feule Géométrie, ou aux fpécularions purement théoriques. Après' 
Mim.dtVAta.’Vxm.WW. K k que 


que je viens de montrer, qu’nn cas fëmblable a actuellement lieu dans 
les colonnes , qui ne font plus du rcfTorr d’une Théorie purement 
fpéailarive. 

KM 

XIL La formule it ir . nous fournit des conféqncnccs r.ufîï 

a a 

importantes que curieufes fur la force des colonnes. D’abord nous 
voyons, que plus une colonne cft haute, 6c moins cft clic capable de 
foutenir , ce qui fe rrouve fufïifimmcnt conftaré par !’ expérience : 
mais nous voyons de plus, que la force qu’une colonne peut ion te- 
nir , cft réciproquement comme le quârré de fi hauteur. Donc deux 
colonnes cylindriques de la même matière 6c d’une égale cpaiffeur 
6c dont l’une foit deux fois plus haute que l’autre, étant proposées, on 
peut prononcer, que la plus longue ne fiipporrera que le quart du 
poids , que la plus courre cft capable de foutenir. Enfui te, fi Je mo- 
ment de raideur eft proportionnel au cube du diamètre, les colonnes 
étant cylindriques, & qu’une colonne dont la hauteur eft “ //, & le 

diamètre “ rf, puiffe foutenir un poids “ p ; une autre colonne de 

la même matière, dont la hauteur ~A, & le diamètre “ D, fou- 
tiendra le poids “ P, en forte qu’il foit 

0 à 3 D? . n 

p:V — — : — , 6t partant P “ r — ./>. 

r ' a a AA r AAd 3 r 

D’où l’on peut comparer cnfimblc les forces de différentes colonnes 

tant par rapport à leur hauteur qu’à leur épaiffeur. 

XIII. Pour juger mieux du poids abfblu , qu’une colonne 
cylindrique peut foutenir, fuppofons qu’une force égale à ce poids 
EM 

7T7T. — - foit appliquée horizontalement en haut à la même colonne, 
un 

après l’avoir affermie en bas , en forte quelle ne puifTe pas être ren- 
verfee , 6c nous aurons pour le cas de l’expérience dévclopé cy-des- 

EM 

fus §. Vin. F “ îtît. : or, cette valeur y étant fubftituce, nous 

aa ■ 


(tu- 
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*7? 7T 

aurons D 3 “ - — . /?: donc, puisque ttv efl à peu près “ ro, il 
3 

y auroit D J “ 3? n — 3$. A C; ce qui eft fans doure impofhble. 

Mais il faut obfcrvcr , que dans ce calcul nous avons fuppofe /infle- 
xion quafl infiniment petite, & qu’il ne peut pas par confisquent être 
appliqué au cas pré/ènt, pour lequel fi l’on achcvoir le calcul félon toute 
la rigueur, ou trouveroit l’efpace D ê beaucoup plus petit. Cepen- 
dant ü elt aflez évident, que cette force étant appliquée horizontale- 
ment à le colonne, y produiroit une inflexion énorme, d’où l’on peut 
juger, combien grande doit être h force qu’une colonne efl: capable 
defoutenir verticalement. 

XIV. Après ces réflexions je pafle à la démonftration de cette 
régie, ou plutôt à l’analyfc qui y conduit : car, puisque celle dont je 
me fuis fervi autrefois, cfl: principalement appliquée aux laines élas- 
tiques, où j’ai eu à examiner pluficurs autres objets à la fois , . il fera 
bon de donner ici une annlyfè qui y foie uniquement attachée, afin 
qu’on foir d’autant plus afliiré , que la confidérarion du reffort ne 
change rien dans la courbe qu’une colonoe forme en fc plianr. Je 
rcftrnindrni cette recherche d’abord, comme j’ai fait autrefois, uni 
quement aux colonnes cylindriques, ou qui ayent par tonte -.leur lon- 
gueur le même moment de roideur ; & enfuite je tâcherai de poufle- 
ces mêmes recherches aux colonnes dont l’épaificur effc variable. Or 
On verra que ce problème étant généralement propofe fiirpafle Mes 
bornes de l’analyfc, ce qui m’oblige de n’en dévelopcr que quelques 
cas particuliers , mais qui ne laifiêront pas cependant, de répandre 
beaucoup de lumière fur cette matière, & qui fourniront des, réfle- 

■ xions aflez importants, tant. iur le fùjct. même dont il s’agii, que fiir 
l’analyfè en général. 

i 

XV. Concevons donc une colonne cylindrique chargée d’un 
poids fi grand, qui la fafle plier tant foit peu, &foirAMC la figure [.-ig, î. 
infiniment peu courbe, quelle aura prifë. Pofons la hauteur de la 

K k 2 co- 
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colonne ” a, qui ne différera pas de la corde AC, que je fiippofe 
verticale, le poids du fardeau, dont elle eft chargée en D:zP, & 
le moment de roideur en chaque endroit M ~ Ekk. Maintenant la 
colonne eft fùppofcc repofer librement fur fon piédeftal par la bafe 
AB, fans y être affermie comme auparavant, où il s’agiffoit de 
découvrir fon moment de roideur, où un tel affermi/foment croit né- 
ec flaire. La ligne verticale CA exprime donc la direction de la for- 
ce P, qui produit cette inflexion : laquelle étant fùppofcc infiniment 
petite , on pourra négliger le propre poids de la colonne , puisqu’il 
ne Gïuroit presque rien contribuer à l’inflexion : du moins je fais ici 
abftraclion de fon effet, pour rendre la queftion plus fimple : me pro- 
pofnnt d’examiner dans la fuite, combien le propre poids de la colon- 
ne influe fur fà force. 


XVI. Prenant maintenant fur la verticale une abfciffe quelcon- 
que CA“r, à laquelle réponde l'appliquée PM “y, qui étant 
infiniment petite, l’ablciffe x examinera en même tems l’arc CM j fie 
partant prenant l’élément àx confiant le rayon de courbe en M 
— àx* 

fera ~ ■ , puisque la courbe tourne fa concavité vers l’axe CA. 

Or la force P agiffanr dans la direction CA, fôn moment pour pro- 
duire cette courbe en M fera ~ P y : donc, en vertu du principe éta- 

_ àx 2 Ekk 

bü cy - deffus (§. 7 .) nous aurons —yi — ru — , ou bien 


"Ekk 


ddy 


Py 


àây — \— ydx 3 “ o. Multiplions par 2 dy & l’intégrale fera 


.Ekk 


- dy*— f— yydx* “ C dx'‘ 


ou 


, dy~\/Ekk 

dxZZ - ~f= > r : pour 

VP(C-yy) 


déterminer la confiante C, foit 0 la tangente de l’angle infiniment 
petitPCM, & pofànt y~o, il faut qu’il devienne ~”0, donc 


àx 

6V Ekk 

1 ZZ ) de forte que CP“E/£ÆÔÔ. Par confequent 

ayant 


y CP 


à y Y E k k ,. , . e 

•ayant dx = y ( £ j { - P "y y ) > 1 ‘""S™ 0 " foumlt ! 

]? ^ y")/!? ^ ^ 

jc “ y -p- . A lin gy£^ j où il ne faut pas ajouter de confiante 

puisque l’abfcifle A doit évanouïr en pofant y zn o . 

XVII. Par le ren verfcment de cette équation nous rirons 
v P P 

y Y zz fin A-y . Mais la nature de la queftion deman- 
de, qu’il devienne encore y — o , en prenanr ri:CA“/i, il 

P 

faut donc que l’angle «V jyyy foit égal à deux droits, & partant po- 

lânt le rapport du diamètre à la circonférence “ i : y, nous aurons 

P E kk 

«V-tti .ZZff, & par confcqucnt P~^7r. . D’où nous ap- 

L» n i* AT ({ (î 

prenons que, pour faire plier infiniment peu la colonne, il faut que le 

poids dont elle eft chargée foit ~ y y . : & de là il s'enfuit, que 

tant que le fardeau eft moindre, la colonne ne fera aflujettie à aucune 
inflexion, pas même infiniment petite. Or fi l’on dévelope plus exaéte 
ment le calcul, fans négliger la pente différence entre rabfciflc CP~jr, 
& lare CM, on trouvera que pour que la tangente de l’angle PCM 

devienne ~ ô, il faut que le poids P foitz^ y y. Ÿ(i — H ÔÔ), 

a a 

cependant cette expreffion n’a lieu que tandis que Ô cft extrêmement 
petit. 

XVIII. Voilà donc le dénouement complet du paradoxe rap- 
porté cy-deffus: car puisqu’une inflexion qui répond à l’angle PCM, 
dont la tangente cft fuppofee zz 0 , demande un fardeau , dont le 

poids eft Pzzyy. f— 00). il eft évident, que cette force 


aa 


Kk 3 


doit 


26 2 





•doit erre plus grande que tts\ -jj - , de forte que, tant qu’cüe cfl 
pins petite , elle ne fauroit produire aucune inflexion, ou bien, fi 
P <,7T~. — -, Tou voit que la quantité 9 , qui détermine la grandeur 


de l’inflexion, devien droit imaginaire, comme jYi remarqué cy-des- 
fus. Au relte on voit, que la courbe CM A clt là trochoïde infini- 
ment allongée , ou bien la ligne des J but s ; quoique notre deffein n'e- 
xige pas la connoilïancc de cette courbe. Cependant il auvoit cré im- 
potlible de parvenir à notre conclulîon, fans le lècours de l’équation 
qui exprime la nature de cette courbe. 


XIX. Il ne fera pas plus difficile de parvenir à une équation 
pour ccs courbes , lorsque la colonne n’a pas partout la même cpais- 
lènr , mais quelle varie d’une manière quelconque j on la pourra con- 
firtérer comme une certaine fonction de l’arc CM, ou bien de l’ablafle 
CP~ar. Soir donc le moment de roideur eu MzrEWX, où X 
■ marque une fonction quelconque de x ; & au lieu de l'équation trou- 
vée pour le cas précédent, nous aurons celle -cy : 

— dx* CXV-X ILkk 

ou bien -g- . Xaay — fi- ydx 2 ~o, 


dtly 

qui pofiint 


fudx 

y — e 


d u -4— u u à . 


le change en celle- cy 
Prf x 

üJTx ~ ° ' 


Or on frit qu’il cfl: impolhblc de refondre celle équation en général, 
ce qui m’oblige de borner mes recherches à des cas particuliers, dont 
la résolution eft connue ; qui font, lorsque X elt une puifiancc de x y 
ou bien de a -f- dont l’cxpofimt elt compris dans cette ferie } 


o 


■4 ; 



8 


S 


ï 


12 


s 


» 
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xx. 


.Y\. Supposons dune premièrement X — ^a— | J , etc 

„ , r gA4 

forte que le moment de* raideur en M fuit ~ E k k fa — (— — J , & 

l’cquation pour la courbe : 

yàx*~o. 

n - v , I £*■ « P'™ j, 

Foions pour abréger a — j— — ~ s , oc Æ Æ , , , ~ n n , oc 

a ££EH- . 

nous aurons : s^deJy — f~ ;;; syds- “ZT. c , où l’élément J s cfl confiant. 
Soir y “ h u ^ s pour obtenir cette équation : 

j , j i ">"^ 2 

a u -f- un a s — j— — — — o , 

dont l'intégrale complettc cfl .v ~ y ^ cot. ^ , 

où g efl la confiante arbitraire. Maintenant ayant 

fuds ~!s H— /fin ^ , on obtiendra y“^rfin 1 — — ^ , 

ou bien y ™‘ — Çx) fin (<?^-\ ~rs—)- 

« \ as.’— j— £a/ 


XXI. Puisque poftmt ;r~o, 5c x~/t, il faut que y éva- 
nouïiTe, nous en déterminerons d’abord la confiante 

3 a 

de forre que y = — fa a £ x) fin . : où il faut re- 

n a(a./“-(— fc x) 

marquer qu’il eflindifférentdeprendre // pofuivement ou négativement, 
puisque dans l’équation diffcraitio ■ différentielle il ne fc Trouve que le 
quarré n d’ailleurs on pourrait aulii donner à b une valeur néga- 
tive. Mais, pourque y évanouïfle en pofant .rzz/7, il efl clair qu’il 

doit 


doit être 


»g a 


»e 


-, donc ;?zz 


TCt(a-| — g) 

SL \CL il — [— gi/) tL(SL — | — g _) 5 S 

Or notre fuppofition donne P zz — g g . E k , 6c partant 

*7 /i 

/ e . r \4 

le moment de roidcur en M étant ZZ E k k ( a-j J . 

Donc une telle colonne demeurera ferme tant que le fardeau qu’elle 

fbutientj eft moindre que ^ - . E k k : fi a zz r , 

1 1 aa 


6c gzzo, nous avons le cas, où la colonne eft par toute fa lon- 
gueur également épaiffe. 


XXII. Cette formule nous donne à connoitrc, que fi azo, 
ou grz — a, il devient P zz o : dans le premier cas le moment de 
roidcur évanouît en haut, 6c dans l’autre en bas ; d’où nous voyons 
qu’une colonne pointue ranr en haut qu’en bas n’a aucune force. Mais 
fiippofonS TépaüTeur en haut telle, qu’il lui réponde le moment de 
roidcur E k k ; 6c nous aurons a zz i , 6c le moment de roi- 
deur en bas fera zz E k k (sl — (— g) 4 zz E k k ( i — (— g) 4 j 6r partant 


plus grand: or la charge de cette colonne étant zz 


T 5 ( I+g >’.EH- 


a a 


on voit que cet éhrgiflcment en bas contribue confidérablcment à aug- 
menter la force de la colonne. Si le diamètre de la bafe d’en haut eft 
ZZ/, 6t de celle d’en bas ~ A, à caufc de f 3 : A 3 z i: ( i — | — g^ 4 ; 

nous aurons (i-f-g) 2 ZZy^ÿj & partant s’il y avoir h zz 2 /, 

la force de 1a colomne feroit 2 V 2 , ou bien 3 fois plus grande, 
que fi répaifTeur étoir partout égale à celle d’en haut. 


xxm. 


XXIH. EaifToos a -f- — rr /> & — » v ; & fcut 

a ÇÇ.hkk 

plus généralement le moment de roideur en MrnEÆÆ.x 4 

4 \ 

ce qui nous fournit cette équation : x ddy -f- nnyàs 2 “ o , 
où K foit un tel nombre , qui rende l’équation intégrable. Or, pour 

découvrir cette intégrale, mettons mm pour « /?, puisque (ans 

cela nous tomberions en des exp reliions imaginaires : 6c pofons 

2K—1 

— m:( 2 K— i)s 

y ~ e % , pour avoir cette équation transformée : 

2 mdsdz 2 Kmzds* 

àdz -H : — “ O 

2 K. 2\+i 

J J 

pour laquelle fuppofons: 

s — Ax^--HBx 3X ” I -hCr 5 ^“ 2 -+-Dj 7X “ 3 H-Ej 9 ^“' 4 H-6tc: 
6c la fubftitutîon fournira les déterminations fuivantes 
g _ ^-i)A , ■ A(\-r)( 3 \-i)( 3 ^ 2 ) A 

2(2^ — i)m y 2. 4(2^— tymm 

p _ OÇ3 (3*.- — (5^—3) A &c 

2. 4. 5(2?v— T) 3 

XXIV. Puisque m " »V'— 1 , tant Pexpreflion exponen- 


tielle 


— m — 2A.+ 1 
zK — 1 S 


que les coëfficiens B , D , F , 6cc. feront 


2 K — 1 


imaginaires. Donc, pofant pour abréger (2 K — 1) x “ v , 

— nY — 1 , 


nous' aurons e 
Mim.it TAtU. Tom.XHI. 


— cof ^ 1 — V“— ■ ri fin— . Entité' .foit 


v 


L'1 


K ( h— i ) . (3\-i)Ç3^— (5^ — 2 )C5^‘~"3) <r . 

2(2\— i) ’ 4(2\— i) * 6 (2\— i) J 

6c notre intégrale fera : 



9fV'-i 3 \— ï 

n 


9(93 2 9(93®)/— i 7 A . 1 — 3 q 

s — , s otc 

;;n n 3 


Or, puisque nous pouvons prendre avec autant de raîfon n négatif, 
il y aura étralement : 

x 7 ^- 3 &,.) 

Mais il eft aile tic voir, que fi chacune de ces deux formules fatisfair 
feparcmenr à l’cquation différend o-différentielle propofee, leur fomme 
lui doit fatisfaire également. Donc leur fomme fournira l’intégrale 
complette de notre équation, puisqu’elle renferme deux confiantes ar* 
binaires 1 A '& A / . ■ 


A^cÆ+V-i.fn^^ 


K 911/-I 3 X-i 9193 5X-2 t 9l93®]/-r 


» 


— — * + 


n n 


n* 


XXV. Mais, pour délivrer cette exprefTion des imaginaires, il 
faut donner aux confiantes A & A' des valeurs imaginaires : foit 

donc À “ M + Nl/ — i, & A ; “M — Ny — i, 
par ce moyen la fomme des deux expre fiions trouvées, & partant l’in- 
té nral e complette, fera exprimée en fonc : 

fMcofl + Nfini) 

\ V v J \ n n n* J 

/•vt /• 11 -K* r n \ /' 2 t 3 X“i 9193® 7X— 3 , 9193®©® iiX— 5 * 

— 2 Ncof Mfin— 1 ( — s -, — s -f- s —de. J 

\ v vJ \n ■ . w 3 . * ti s / 


i fin 


Soit M — \ b fin £ 6t N — £ h cof £ , 
9193 _y\-a , 9193®® 9^-4 

nn 


pour avoir 




-ld/f+0 (| I 3X “ J -^i;7X-3 + ,1 1 »- j_ & c ) 


Qu’on pofè de plus pour abréger : 

K 5133 ÿ\— 2 515SGE© 9^—4 


fin 
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— &c. ZZ R 


5i 3 \-i „ 

— J 2 — S -\ S — &c. zz O , 

n ji* n s ^ 

& qu’on introduit l’angle (J), dont rang (p zz & on aura enfin 

K. 

y Zz h'V (RR H- QCO . fin y — (?) • 


XXVÏ. Maintenant la folution de notre problème 3 par lequel 
nous cherchons la force P capable de faire plier la colonne 3 dont la 
hauteur 'AC~/i, & le moment de roideur dans un endroit quel- 


conque MzE^ 



nommant CP~.r 3 s’achèvera 


en forte. Premièrement on pofe-jrmq 3 ou.j~a, & ayant dé- 
terminé pour ce cas les quantités v & (J) 3 on déterminera l’angle con- 


fiant ^ 7Z Q 



Enfùite on mettra x & j — a £' > 


& apres avoir conformement déterminé les quantités v 6c (J), il faut 

72 .. . I * 

que l’angle ç^-j— 0 devienne zzn - ,' d’où Ton tirera la va- 


7 7^^ 

leur de « j & de là enfin la force cherchée P — . E k k . Si 


aa 


l’on pofe \rzo 3 ce qui eft. le cas des colonnes également épaifics, 

■ j — 1 ■ .. i ■ i ? ■ 7 _ i j , ■■ , . / . 

ori 1 a v zz — — j 51 zz o, 53 — o j &c. donc Rzz i 6c Qjzic 3 

J 

■ n - ■ ■ " ■ 0 ■'.* 1 y , 

par confisquent <p ZZ o , & cf H 0 — $ — n s . Donc 

' » et — o '& . £ r- 1 - n {à -f-*^ ) zr ir , ' 'ô&pai&nt — n - . 

L 1 2 '■ d’où 


ST ST 


d’où il s’enfuit comme cy-defïiis la force P“ — .EÆA Si A“i, 

a n 

on aura le cas déjà dcvclopé 7 où le moment de roideur étoir 
rrE/ 1 k ^a-{— , & pour quelques autres ajoutons les exem- 
ples fuivans 

I EXEMPLF. 

XXVII. La hauteur delà colonne AC étant ~ /r, & le mo* 
ment de roideur en M ~ EH 1 ( a-j — — j , à caufè de K~ i 7 
nous aurons 9I~Oj 33 — o, <Stc. donc R“r & (V — 

Q fi 

& partant rang (p ~ —"“o, ou {£— o. Norre angle g*— ( ( p 

fera donc “ ^ -f- — , & partant ^ ~ — . Faifons maintenant 

S CL 


n 


/“a — H £, & pofons — — 


\7t ~ 


nb 


a. a — )— S a(a — 3 


d’où nous tirons «£ îra (a-H— £). Par coniequent la force 
capable de faire plier la colonne fera P ~ — — - i ■ . Rkk 
tout comme nous l’avons trouvée cy-defius. 


aa 


2 EXEMPLE, 

XXVIII. Soit A m ■§■ j & la hauteur de la colonne étant 

/ 

AC ~ûj le moment de roideur en M fera “ E k k f aH — —J . 

j 

Pour ce cas nous aurons v “ — 7 ~— 33 ZI o, 


donc R — r 7 & O =; “ , ôc 

3 »' 


partanr tang^ = — ^ , 


ou 

bien 


bien (fi ” A tang r— . 

r 3 "V s 

"7 — ® — f 3 "V'J 


Maintenant notre angle étant 

, i 

A rang. t- 

3 p/j- 


3 fi nouspofons 


,r“ o, on r, a pour le point C, nous aurons l’angle confiant 

T I 

£ ~ 3 nya — f- A rang . - — ~x - . Soit à préfcnt pour l’autre bout 
A j x“a — |— £, & notre angle doit devenir ~ ff, ce qui donne 


3 n f'a ~h £) — A rg. 


3'^+At.ng.^ . •/ 

d’où l’on do n déterminer la valeur du nombre », & alors le poids 
cherché P , qui eft capable de faire plier la colonne, fora 

P zz: Puisqu’il eft difficile de trouver en général la 

valeur de », foir ami, & £ extrêmement petit, & puisque alors 
y'( n ~ J r~ £) — i H“ ^ > & 

A rang - 3 ; A rang — 3 ; . . r= A rang . — f- * î 

°3»l/a 3KJA®+G) ° i +9»»i/a(a+&) 

«£ i>« 3 £ 


nous aurons : — n £ -b- A rang „ 

i -f 9 nn i + ÿnn 

d’où l’on voir que le nombre n eft extrêmement grand : & partant 
allez près — «£ “æ - — |— — , de force que P “ •— — • 

\ 9% J aa 

Mais, en pourfiiivinr plus exactement les approximations, on aura 
P— f , e\ 2 Ekk _ / . a A Etk , 

P — TC7t ( i -\ 1 . , ou P “ irir ( i -f- — £ ] . , le 

moment deroideur étant en C r: EÆ h , & en A “ -f- — £^. EM 

L1 3 XXIX. 
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‘St? 


XXIX. Puisque nous voyons , que fi ë eft un nombre fore 
périt par rapport à a, le nombre n devient très grand, les arcs fe- 
ront à peu près égaux à leur tangentes, & partant nous aurons 

— 3 «y' , (a— f-£)— |— — — \ . p ZZ tt , 

K 3«ya S^y^a-f-e) 

d’où nous tirons allez près n zz — 3 — 


îy'O-f-Q — sfà & par 

tant P = T • ^ • Or, fi £ étoit plus grand, 

cette formule rromperoit: cependant l’erreur ne fera pas confidérable, 
tant que S n’extede pas confidérablement a. Pour prouver cela, foit 

£ — a, & félon cette régie on auroir « — — sr~ — r-zz— — °3?—. 

3y2ct—3ÿa fa 

Orfaifantlecalcid on trouve «ZZ— —y—, &Pzzi6, 40^5*1^».- — , 

ya aa 

3 - 


Donc fi ft”i, & le moment de roideur en M“^i + 7) EjU) 

VJk 

le poids, que cette colonne peut foutenir fera P ZZ 16,4065 .- — . 

na 

Or, fi lemoment de roideur étoit ZZ ^ -EA A, ce poids fè 


trou- 


E kk 


ve P zz 39,47844. : mais pour le cas du moment de roideur 

il il 


confiant zz E AA, on a P rz: 9,86961, 


EAA 


na 


3. EXEMPLE. 

XXX. Soit , ou la hauteur de la colonne étant A C zz tf, 


le moment 


/t gA' J 

de roideur en Mzz (a-j 1 -EAA, & pour 


ce cas nous 
au- 


271 


ait?» 


aurons vr^iy's, St ~ — y, 33 — o> donc R — 

I V* s 

6c Qzz J, & partant rang£>— — — , par confëqucnt no* 

3 ^ i/j 1 

rre angle ~ <f — |- 3 h* A tans; — . Soit s ~ et , & nous au- 

D y s 3 n 

y 


rons £ ~ — A rang — . Déplus poiànt s ~ a £, 

il faut qu’il devienne : 

3 » 


ya 


3 " 

~r~ 

fcc 


. V a r a 1^0+ ë) 

— A rang (— A rang . - - — ■ ~ ir , 


j/( a f£)' “ 3" “ 3 n 

où il cft encore évident, que fi ? c(l fort petit par rapport à a, le 
nombre » fera fort grand , & partant il y aura fort exactement 

ir z-dact (a 4 -g ) 2 , , ., 

nn ~+ —7-37 — --y- — y-sî-r , donc le poids que la colonne elt ca- 
9 [(A a+g; — ÿaj 

.. , - . - 0 7 nrSë-ÿa.a(a-\-ë ) 2 E kk 

pable de fouremr Icra : P — — rrr^, • 

P 7[?(a+ë)-^a] 2 an 

Mais, quand ë fiirpafle a, il faut déterminer plus exactement le 

nombre ». 

4 f x ni F L E, 

XXX. Les autres cas où notre équation peut-ctrc refôluë, con* 
duiroient à des formules trop compliquées. Mais il y a encore un 
cas bien remarquable, quand K ~ f , où le moment de roideur en 
f gx \ 2 

M ~ ( a — 1 — -r- J • E k k j puisqu ‘alors notre équation différenrio - 

difTérentielle pofànt et ~f— — “r devient homogène ssddy 

nnyds * “o, à laquelle doit fàtisfaire une certaine puifTance de x. 

Pofons donc y ~ & l’expo (an t fi fè déterminera par cette équa- 
tion (t(fi — 1)— |— ffwrzo, d’où l’on tire zhV( \ w»), 

& 


& cette double voleur nous fournit rinrcgrale complctte : 

, = Ax* V«—»«) 

Ici il cft clair, que fi Y (| — »») cil réel , ou »»<y il eft Lm- 
poflîblc que y évanouïfïe dans les deux cas s “ a, & r “ a — j— £. 

F /■/ 

D’où il s’enfuit que fi » « < une force P “////££. , n’efl: 

// 

pas capable de faire plier la colonne. Il en cft encore de même û 
auquel cas l’intégrale efl y ~ (A— f-B/r)y.r. 


XXXII, Soit donc «fî > ^ 6c y(»«— “ v, ou »s “vyf|, 

f 1/ — i “Vl/— 

& notre intégrale étant y “( A s —[—Br }y^ 

les expofans imaginaires le réduifent en cette forme : 

V — [( A— 1— B) cof. vis — y (A — B) y — i. fin v/r]yr, 
ôc changeant les confiantes nous aurons: y rr l fin (Ç-\-vh).Ys. 
Or la pofition r “ce donne £ “ — / o, & pofànt r “ a— [-£, 

J faut qu’il foit via — p- v / (a —h* £) — ?r — v/Çi ^ f 


donc v ” 








ffT 


p<+!a 1 ’ 


de cette valeur de ?;« étant la force cherchée fera 

~ -w E " 


p = (r+ 


pc+fs 




aa 


ou toute force moindre que celle - cy ne produira aucune in- 
flexion, 


XXXHL 


X\XIir. Ces cas peuvent fufïirc pour juger de la force des co- 
lonnes non cylindriques, pourvu que leur figure ne s’écarte pas très 
conf [durablement de celles qui répondent aux cas dcvelopés. Si h 
figure ne diffère pas beaucoup d’un cylindre, tous ces cas aboutis* 
fent au meme refukar : car foit le moment de roideur en liant en 
& celui d’en bas en A ~ m wXLkk, où m foir un nom- 
bre peu différent- de l’imité ; de nous aurons dans tous nos exemples 
a ~ i. Or fi la figure répond au premier exemple, nous aurons 
(i — j— mm, donc ( i —J— §) 2 — m. Donc cette colonne pourra 

r „ EH- , KH 

fou tenir fans fc puer un poids F “ xxm. 


i i a 


an 


Mais, fi elle convient avec le fécond exemple, à caufè de (i-j-£) T zr mm 
3. 

de i + S — *«*) ce poids fera 

r. ff(ra ï — i) 2 EM . . , EK* 

P “ xp -7 — '<$ -xx (m + V ttt -f i) a . i 

jr/w- 1) a a ^ T ' an 

de partant, fi m~ 1— p- w, de forte que w fôir fort petit , on aura 
E/t/* 

P — xx(\ -j- w) • : ce meme accord fc trouve aufii dans les au- 

' an 

très exemples. Mais, fi m n’ed pas fi pies de l’imité, le premier exem- 
ple demeure dans fon entier, mais le quatrième donne 

P ~ {m i) 2 ( H -77 — 77- ) • , à caufè de- 1 -f- ë — m. 

' \4 J aa 1 

XXXIV. Si k colonne ak figure d’un conc tronque, & que le 
diamètre de k bafe d’en haut fuir ~ f, de de celle d’en bas ~ h , le 


r ( H"— — JC 

diamerre de fon épaifleur en M fera — f - 4 — ■ J 


a 


Donc, po- 


fhnt le moment de roideur en haut “ EK, fi le moment de roideur 
croit comme le quarré - quarte du dinmetre de l’cpaiffeur, nous au- 
rions le cas du premier exemple, Ôc le poids-, que k colonne peut 
A ibtt.dtl'Atad. Tom. XIII. M m fou- 


finttenir fans fe plier ièroir P ~ Mais, fi le moment 

ff aA 

de roideur étoit comme le cube du diamètre de l’épaiflêur , le moment 

i -, , , - „ , , / (h — f) jA 3 

de roidenr en M fera HZ bxk J , auquel cas notre 

calcul ne peut pas erre appliqué. Mais, fi h diffère fort peu de /, 
puisqu’il y aura fort à peu près 


(,+ü=æ)- =1 -. 


3( /! — 'f) x 


J 11 


=o+^y- 


/ / r\ 

Le premier exemple, à caufe de a HZ i , & £ zz — ‘ , 

4 f 

donne le poids, que ccttc colonne peut encore foutenir fans fc plier 

T . vit ( 3 //-!-/)* EH * _ , „ ... , 

P — — ' ~Ôa * CC CaS Ct3nt P arcl ^ emenc Sppbque 

au quatrième exemple , où Ton auroit S ~ - j on trouve_ 

P 4jf \4 ,,3*— ff J ** 


U 


la lettre a marquant la hauteur de la colonne. 


*/ 


XXXV. Quoique ces deux expreflions deviennent d’aeeord fi 
la différence h — f cft extrêmement petite, elles s’écartent fenfi- 
hlement, lorsque cette différence h — /elt eonfidérable, la derniere 
donnant une valeur plus petite pour P. Cependant, comme lavérî- 

C /J ___/■) ,r\ 3 

— j , tient un milieu enire celles qui 

répondent à nos deux exemples, il eft certain que la valeur de P tirée 
du premier exemple eft trop grande, & l’autre trop petite, de forte 
qu’en prenant en chaque cas un milieu, on approchera fort de la vé- 


table formule ( i—f 


0 


«a? 




27s 


vérité. Ainfi, s’il croit h ” 2/ la première formule donneroit 

„ EM „ , r , _ , EM , 

P ”30,12 56g. , oc la fécondé P ” 27,01 1%6 . -7-7- , donc 


aa 


a a 
EU 


prenant un milieu il y aura fort a peu près P ”287. — — . Or la 
pratique ne demande jamais un tel degré de précifion. 


a a 


XXVI. Examinons enfin suffi, combien le propre poids d’une 
colonne contribue à la plier : dans cette recherche je conîidcrerai la 
colonne comme cylindrique, dont la hauteur foit, comme jusqu’ici, 
ACziff, & foit le poids de route la colonne, P étant celui du 
fardeau dont elle eft chargée. Rapportons l’inflexion qui en naît 
à celle de l’axe de la colonne, puisqu’il pafTe par les centres de gravité 
de toutes les fictions. Soir donc CMA la figure de cet axe courbé, I^g 1 . î. 
dont la courbure foit infiniment petite, & le moment de roideur par- 
tout” EM. Nommant maintenant CP”jt & PM~y, le 

à X * 1 

rayon de courbure en M fera ” — "Jjÿ* P renanr P our confiant j 

<?t le moment de la force P pour produire ccrte inflexion fera ” Py, 
auquel il faut ajouter le moment qui refaite du poids de la partie CM. 

Or la longueur C M étant 13 *, le poids de la partie CM fera ” : 

lequel doit erre conçu ramafle au centre de gravite de la partie CM, 
mais cette confidérarion mcncroit à un calcul trop ennuyant. 


XXXVII. Envifàgeons pour un moment le point M comme 
fixe, par rapport auquel le point Y foit variable, & nommons 
CX — CYrz X & XY~Y. Maintenant, quel que foit le momenr 
du poids de l’arc C Y fur le point M, Ion différentiel fera égal au 

poids de l’élément Yy — P ar V — Y , c’cft à dire 

— 2^( y _Y)— 9>(yX— /YVX. ■ 

a w y a J , 

A van- 


Avançons à préfcnr le point Y jusqu’en M, & à cîmfc de X — x 
& Y ZZ y, le moment du poids de la partie , qui répond à l’arc 

C M fera ZZ ^ ( x y f y à x) “ — f x dy , 

qui érant ajouté au moment déjà trouvé Py , donne le moment total 

“ P y —H x à y } d’où nous tirons pour la courbe cette équa- 


tion : 


E - 


à. r 2 


ad dy 


(P /?)’—(— Q/-r dy). 


ou bien E k k a à d y — P a y d x 2 — |— Qji x 2 f x d y — n } 
laquelle étant encore differentiée pour la dégager de l’intégral f x d y 
donne E k k a d 3 y — J— P a d x 2 d y — j— Q^r d x 2 d y “ o. 


XXXVIII. Pofbns pour abréger i ■ 




P a 


~ s y ôc l’élément 


P ad s 

“q : 5 


notre 


ds fera maintenant confiant. Donc, à caufc de dx'ZZ 
équation prendra cette forme : 

— . d 3 y -4— s d s 2 d y zz o. 

r J a a J 

Suit d y ZZ u d j, & à caufc de d*y ZZ d s d d u nous aurons 

QSL E** , , , a 2 

. a a u — f— usds 2 ZZ o , 

r J aa 

laquelle fè peut bien réduire à une équation Amplement différentielle 
f v à s 

en pofanr u zz e , & on parviendra à celle - cy : 

j i j i p3ffrt j 

a V -4— v v a S -f- „ , , . sas ZZ O , 


QfEH 

qui eft un tel cas de l’équation de Riccati, qu’on s’eft donné jusqu’ici 
en vain la peine de l’intégrer : ôi partant on n’en attendra pas ici le 
dénouement. 


XXXIX. 


XXXIX. Cependant quand le poids cft très petit par rap- 
port au poids P, ce qui arrivera presque toujours, puisqu’une colon- 
ne peut toujours porter un poids, qui furpaflc pluficurs fois fon pro- 
pre poids, avant que de plier : dans ces cas il ne fera pas diflicile d’ap- 

O x 

proeher de la folution. Car, puisque s — i — diffère fort peu 

P il 1 

de l'imite , & que nette quantité cft presque conftanrc ; cerre confidé- 

ration nous fournit l’approximation fùivanre. Pofons pour abréger : 

P a a Q . 

— nn & — ?;/, nombre très petit, & notre équation 

i _ fi y a 3 d f/y 

donnant f x a y — - f — , ce fera une condition à 

remplir dans les inrégrarions fui van tes , que fxdy évanouïflc en po- 
fanr a ~ o . Or différcnrianc encore nous aurons : 

H 3 f/3 y 

& faifànt dy “ udx celle - cy : 

n 3 ddu 


( a —f— m x ) u —f— 


nndx 2 


“ o. 


XL. S’il éroit in'ZIl o', l’intégrale complette fèroir u 


.r. . Mais, puisque m clt très petit, on pourra enviftger 

. rnx , / 7 ;/x \ -4 , _ 

i —\ comme eranr zzz ( i ) , deforte qu’on ait 

a \ 4 a ) 

n nu d x* a a d d uÇi — “ o, 

dont l’inrégrale complette cft 

»~c(i — — ) r — — -) — 'll y 

\ 4n/ V «7(4/7 mx)J dx y 

Mm 3 


& 




» 2 78 




& partant 
àày C m r 6/n 


’i-t- 4" C cofl 


(4 1 — mx)J 4-1 — inx 


V w(4'i — mx)J 


Mais en' intégrant 

O 


V — 8-/(4^— w/jt) $ x finTg’-f- * ^ >n ' - — A , 

J 4« V wfoa — Mxy 

ce qu’il faut déterminer par approximation. 

XLI. D’abord, puisque m eft très petit, on aura 

1 6na 4 n . nx mnxx s 411 

— - ( ) . Donc pofant — — 

m( 4a — mx) ru a 4 a a m 

•= c ('-3- (•+?+=£>■ » 

■=<= (-3 “• (*+ t )+= S ?“'( i + t )=2 

& en différ en riant 

— =^=-— f. n f« 4 -— f I +— Voff«-|-— 'i 
dir dx 2 4 a \ a s fi \ 4 \ / 


w 


n n C .r.r 


4 ^ 1 ' 


fin 


(•+?)• 


^y a 


Mais, puisque y évanouît au cas ~ o , il faut que j — cvanouïfle 
auflî : ce qui donne 


— m fui 6 — ji coC 6 “ o , donc rang 6 ~ — 
4 




En- 


Enfuitc nous trouverons : 


y- 


:/uJx = - — coc(ùj--)-h eof (e + -) — ” fln 

J il \ a J 4 n \ a J 4 »» 


m 


C x X 


4 a 


fin 


0*t) 


4" 

C<7 


/I 


cof 6 


3 r» C » 
4 7/» 


fin 6 , 



ayant ajoûtc une telle confiante , que y evanouïffe quand on met 

X ZZ O . 


XI -II. Maintenant, pofant x rz /ï, il faut qu’il devienne en- 
core y ~ o, d’où l’on parvient à cette équation : 

n — — (fl 4- -f- ~ cofô -f- cof ( 0 + fin ( fl -f- ») 

- 4 — fin 6 -j— — fin ( 6 -f ff ) , 

d’où il s’agir de trouver la valeur de ». Pour cet effet cherchons en- 
core la valeur de rang 6 , qui fera : 

g 4 12 cof» 4 n 3^» cvCji — )— 3 m fin» mvn fin n 

3 4» fin u 3 mn lin n 3 m cof n — (— 3/?/ -f— fnnncot'u 


d’où l’on trouve , en négligeant les rennes, uù m monte à la fé- 
condé dimenfion : 


4 n fin n — %mn fin » — 4m cof » -4— 4 m -4- mnn cof» zz 0 . 

Puisque nous favons que, s’il croit m ~ o, il fèroit » zz 7 r 7 pofons 

w ~ t w, de forte que fin » zn w, & cof» zz — J , & notre 

équation devenant : 4x10 3 m ww -f- 4 tu mirn — o 

, (srjr — 8 )?» 

donc » ~ x — . 


, (irx— 8);» 

donne w zz i— 


4x 


4x 



cto 


Par confisquent le poids P qui commence à faire plier la colonne fera: 



FA-k (tttt-S) O 

7t TT . 1 ■ — 

Cl Cl il CI ZTCTT 


XLI1I. Par là nous apprenons, que le poids que la colonne 
cft capable de foutenir, cfb un peu diminué par le propre poids de la 
colonne, celui - cy contribuant quelque cliofc à la faire plier. Cepen- 
dant cet effet eft très petit, &i puisque tttt ~ io fort à peu près’ 
il ne vaut qu’environ la dixième partie du poids entier de la colonne. 
Ayant donc fait voir que ce poids cft fort petit par rapport à celui 
qui cft capable défaire plier la colonne, il cft certain que dans l’cfti- 
me de la force des colonnes on peut hardiment négliger leur propre 
poids, pourvu qu’elles ne fbicnr faites d’une matière extrêmement fra- 
gile , ou qu’elles ne foient très haurcs par rapport à 'leur épaiffeur. 
Ali l'cftc, pour ce qui regarde les colonnes, ou cylindriques, ou qui 
ont la figure d’un cône tronqué, la matière étant la même, tant la 
Théorie que quelques expériences faites fiir la roideur des corps, nous 
afiurent que le moment de roideur en chaque endroit cft affez exacte- 
ment proportionnel au quarté- quatre du diamètre de fépaificur , ou 
au quatre de la feétion faire au même endroir. 


XL1V. De ce que je viens d’expofer, on peut tirer les confé- 
qucnces fui vantes fur la force des colonnes. D’abord on peut fuppo- 
fer, qu’on ait une colonne cylindrique quelque petite qu’elle fbit, faite 
de la même matière, & qu’on ait déterminé par quelques expériences 
le poids qu’elle clt capable de foutenir fans fc plier. Soit a la hau- 
teur de cette colonne J le diametre de l’une de fes bafes, & p le poids 
qu’elle peut foutenir. Maintenant ayant une autre colonne cylindri- 
que faite delà même maricre, dont la hauteur fbit“A, & le dia- 
mètre de l’une de fes bafes “D; on trouvera le poids qu’elle peut 

foutenir P Mais fi la colonne a la figure d’un cône 

- AA ci* 1 9 


non- 


|| 28 1 



tronque de la hauteur zz A, & que le diamètre de fà bafe d’en haut 
jfoit “ D, & de celle d’en bas ~ E, le poids qu’elle fera capable de 


foutenir fera P “ 


/z/rDDEE 


Si l’on veut juger des colonnes fai- 


tes d’une autre matière , il faut fe procurer un modèle de la meme ma- 
tière, poui* fervir de fondement à ces conclufions. 


XLV. Confidérons deux colonnes parfaitement fèmblables, de 
faites de la même matière, les mefures de la première étant à celles de 
l’autre comme i:«, & il ciï clair, que les poids foutenus parées 
colonnes le raient entr’enx comme i : ou bien une colonne, dont 

la hauteur ferait double, & partant auffi le diamètre de fon ep ai fleur, 
ne feroit capable de porter qu’un poids quadruple, quoique fon poids 
foit 8 fois plus grand. Or, fi les barimens foutenus par les colon- 
nes font fcmblablcs , il faudrait que les colonnes , dont la hauteur 
e(t double, portaient un poids huit fois plus grand, & en général 
les poids fonrcnns par les colonnes devraient être proportionnels 
aux cubes de leurs hauteurs. A' cet égard donc, on peut dire que les 
colonnes plus hautes font moins fortes; entant qu’on les confinait fut 
le même modelé , comme les Architectes ont coutume de faire. Et 
partant fi les poids que les colonnes doivent foutenir, fiiîvent la raifoti 
cubique de leur hauteur, leur épaiffeur doit être augmentée dans une 
plus grande raîfon que leur hauteur, & on ne fauroit plus les for- 
mer fur le même modèle. 

XX. VI. Car, pofânt la hauteur d’une petite colonne zz a , le 
diamètre de fon épaiffeur — <7, & le poids qu’elle eft capable de fou- 
tenir — Pi s’il faut conftrnirc une colonne de la hauteur na % qui 
doive porter le poids zz n z p-> le diamètre de l’épaifTcur de cette co- 
lonne ne doit pas être pris,ZZ niais il faut qu’il foit zz » y 1 w ; 
d’où l’on tire cette table 


hati- 


Mm. dt {'Acad. Tom.XIIÎ. 


Nn 




hauteur 

diamètre 

poids 


hauteur 

diamètre 

poids 

de la co- 

de l’épais- 

fou- 


de la co- 

de l’épais- 

fou- 

lonne 

feur 

tenu 


lonne 

feur 

renu 

a . 

J,OOOOt/ 

P 


7 a 

1 1, 38601'/ 

343 P 

2 .7 

a> 37 « 4 rf 

*P 


8 a 

1 3 > 454 3 J 

5 1 ~P 

3 « 

3 3 yî-8</ 

2 7P 


9 8 

1 ïj 5885^ 

7-9P 

4 * 

5 , 6568 J 

6 4P 


10 a 

17)382 8^ 

1000/7 

5 « 

7:47^7 d 

125/? 


1 1 a 

20,03277/ 

î3 3* P 

G a 

9,3905 â 

216/7 


iz a 

22,3345^ 

1728 p 


XLVn. Peut -erre que ces proportions fcrviroicnr mieux à 
établir les ordres & les régies pour la conftru&ion des colonnes, fi 
nous en exceptions ce qui regarde uniquement leurs ornemens. Mais, 
puisque le poids à fburenir n’cft pas toujours proportionnel an cube 
de la hauteur dcS colonnes, il conviendra de donner à notre régie une 
plus grande étendue. Soir la hauteur d’une colonne, qui nous fert 
de modèle “ /r, le diamètre de fbn épaifleur ~ c/, & le poids, qu’elle 
eft capable de foutenir —je, & qu’il faille conftruirc une colonne de 
la meme matière, dont la hauteur loir — w/t, & qui doive foutenir 
un poids — mp. Alors il faudra que le diamètre de l’épaiflcur de 
cette colonne foit — dymnn j & de là on tirera aifement pour tous 
les cas la julfc épaifleur des colonnes qu’on veut employer ; dont le 
diamètre doir fuivre la raifon compoféc de la racine quarree de fà hau- 
teur, de de la racine quarré - quarree du poids qu’elle doit foutenir. 
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